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DISTRIBUZIONE
BINOMIALE



Possiamo definire un processo bernoulliano come una
sequenzadi n prove di un esperimento aleatorio tali per
cul

1. ciascuna prova hasolo due esiti, che chiameremo
SUCCESSO € INSUCCEeSSO.

2. Laprobabilitap di un successo in ciascuna provacela
stessa per tutte le prove e non e influenzata dagli esiti
precedenti (le prove sono indipendenti). La probabilitadi
uninsuccessoeqg=1-p.



Esempi.

- Unamoneta e lanciata per 10 volte. | due esiti possibili sono T
e C. Laprobabilitadi Te 1/ 2.

- Un sondaggio e eseguito chiedendo a 1000 persone, sceltein
maniera casuale, se sono favorevoli auna certa proposta di
legge. | due esiti possibili sono si eno. Laprobabilitapdi una
risposta affermativa (cioe un successo) indicala proporzione di
persone nella popolazione che sono favorevoli al disegno di

legge.

- Uno giocatore d'azzardo fauna serie di puntate di 100 000 lire
sul rosso o sul nero nel gioco dellaroulette. Qui un successo e
vincere 100 000 lire e un fallimento e perdere 100 000 lire. Dal
momento che il giocatore vince se lapallinasi ferma su 18 delle
possibili 37 posizioni dellaruota, la probabilitadi vincereep =
18/ 37 = .486. 4



Il problema che ci poniamo e di stabilire la probabilita che
PUO essere associata all'evento

"3l 0sservano r success in n prove di un processo bernoulliano’.

Consideriamo ad esempio una sequenzadi 3 lanci di una
moneta con probabilitadi successo (esito "testa") uguale ap.



Wy  P2q
W3 p2q

wy PA?

Wg 02p

W8 q3



Comessi calcolalaprobabilita di ottenere una specfica
sequenzadi SeF?

Le prove che costituiscono una seguenza sono, per
definizione, eventi indipendenti.

Laprobabilitache si verifichi una certa sequenzadi eventi
Indipendenti e data dal prodotto delle probabilita degli
eventi che |la costituiscono.

Per esempio, alla sequenza S-S possiamo associare la
probabilita pgp = P°d.



Di solito, pero, non siamo interessati alla probabilita di
osservare una specifica sequenza di Se F. Invece,
vogliamo conoscere la probabilitadi osservare un dato
numero di successi all'interno di una sequenzadi n
prove.

Vogliamo sapere, ad esempio, quale e la probabilitadi
osservare 2 successi in 3 lanci di una moneta,
Indipendentemente dall'ordine in cui Se F compaiono
nella sequenza.

Per trovare la probabilitain questione dobbiamo
stabilire quanti sono i rami dell'albero che rappresenta
|0 spazio campione che contengono 2 SelF.
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Esaminando la figura possiamo vedere che ci sono 3 rami
dell'albero che rappresentano sequenze con 2 successi e 1
INSUCCESSO.

A ciascuna di queste 3 sequenze e associata la stessa
probabilita: p°q.

Quindi, laprobabilita di osservare 2 successi in 3 prove e
dunque ugualea3 IOZCI.

[... lasomma delle probabilita degli eventi w, deve essere uguale a 1]
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In questo modo possiamo trovare la probabilita di
osservare 0, 1, 2, 0 3 success In 3 prove di un processo
bernoulliano:

Numero di
success

0 po
1 3pg’
2 3pg
3 pq

P
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Poniamoci oral’ obiettivo di trovare unaformula che ci consenta
di produrre questa distribuzione di probabilita senza dovere
costruire un diagramma ad albero come abbiamo fatto in precedenza.

E’ chiaro che la probabilitadi ottenerer success in n prove,
con probabilita di successo uguale ap e probabilitadi un
Insuccesso uguale ag = 1- p in una specifica sequenza di SeF, e

uguale a
. L
P9
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Resta da stabilire quante sequenze sl possono costruire
In modo tale da produrre esattamente r success e (n-r)
INSUCCESS! IN N prove.

Con 2 success e 1 insuccesso, ad esempio,
U={S S F}
POSSiamo creare 3 permutazioni:

{SSF}, {SF, S}, {F,S S}
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Il numero di permutazioni di n e ementi non tutti divers tra
loro sl trova utilizzando il coefficiente multinomiale.

Nel caso presente, abbiamo un sottogruppo di r elementi che
corrispondono all’ esito “testa’ (successo) e un sottogruppo di
(n - r) elementi che corrispondono all’ esito “croce”’ (Insuccesso).

Applicando laformula del coefficiente multinomiale otteniamo:
Nl 3

— =3
ri(n-r) 2ra
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E’ evidente che, nel caso di 2 soli sottoinsiemi, laformula
e identicaaquellade coefficiente binomiale:

n!

- r)!

QIIO

G
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In conclusione, la probabilitadi osservare r successi in n
prove di un processo bernoulliano si puo calcolare con la
formula:

B0 ;o
=P g

b(n, p,r)= E:

cong=1-p.
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Esempio Un dado elanciato 4 volte. Quale e la probabilita
di ottenere un solo 67

Trattiamo questo esperimento come un processo
bernoulliano in cui la probabilita di un successo (ottenere
un 6) e 1/ 6 elaprobabilitadi un insuccesso (ottenere un
numero chenoneun 6) e5/ 6.

b(n=4,p=1/6,r =1) = aél%é“
16

1
98@9 - 3125
ﬂ
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Esempio. Supponiamo che, traquelli che seguono questo
corso, soltanto uno studente su dieci giochi atennis.

Quale e laprobabilitadi trovare 3 studenti che giocano a
tennisin un campione casuale costituito da 5 studenti?

Bl 09 0 _ o1

b(h=5p=.1r=3
( p=.1 ) = g3@10g910g
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Esempio. S trovi laprobabilitadi osservare 2 esiti "testa"
In 5 lanci di una moneta onesta.

HE®F

(5)°(.5)° = 3125

b(n=5p=.5r=2)= éé

Q
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L’ insieme costituito datutti 1 possibili numeri di success che
Sl possono ottenere in n prove di un processo bernoulliano,
Insieme alle relative probabilita, sl dice distribuzione
binomiale.
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Numero delle voltein cui si

Probabilita

osserva l'esito "testa" (p=1/2)
>0 c')o
0 = —T —— =.0312
&0
. 8508919 3919 - 1562
1@2g92g
—= =.3125
2 82,51 fzg
= .3125
3 83g§1 gﬂ
zgl— gel_ = .1562
4 C4820 820
. ) 0
. PO 9 _ 031
ES@Zg eZg

1.000
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1859
o(X =0 N = 5)—%éoee 089 0 _ 50049

0 leO gel0g

o(X =1 N = 5)_8505%98939 = 32850

gl #10el0g

1
(X =2 N =5 =% 0290 _ 17990

ZleO gel0g

5l &30
o(X =3 N = 5)_gOee 089 0 - 00810

39910 gel0g

BBieel § 50
(X =4 N = 5)_go‘ae°8e 0 _ 00045

4 leO gellg

Bl ¢ a0
O(X =5 N =5) = & 28 089 0 _ 00001

gS #10gel0g




ESERCIZI

E1l. Nel corso dellasuacarrierail giocatore di basket
Rossi ha segnato in media 3 canestri su 10 lanci.

Solitamente, In una partita, Rossl esegue 4 tiri a canestro.

S trovi la probabilita che in una partita Rossi segni 2
canestri.
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E2. Giovanni pretende di avere poteri extrasensoriali e
dice di potere predire meglio del caso quale di due
simboli e presente in una carta coperta. Per verificarela
sua pretesa accettadi sottoporsi aun test costituito da
una sequenzadi 10 prove.

Decidiamo di credere a Giovanni soltanto selesue
prestazioni (oun risultato ancora piu estremo) sono
equivalenti aquelle che verrebbero ottenute in meno del
5% del casl da una personachesi limitasse atirare ad
Indovinare.

Trovate il numero di prove corrette che Giovanni deve
effettuare affinché risulti credibile in base al criterio
stabilito in precedenza.
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E3. Unristorante offre torte di ciliege e di mele e compra
un eguale numero di torte di entrambi i tipi.

Ogni giorno 10 clienti chiedono una fetta di torta.

| clienti scelgono con eguale probabilitai duetipi di torta.

Quante fette di ciascun tipo di torta dovrebbero essere
tenute nel frigorifero dal proprietario in manieratale da
garantire di avere una probabilitadi circa.95 che ciascun
clientericevalatortadi suo gradimento?
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Nel 19esimo secolo, Galton invento un dispositivo chiamato
guincunx che puo essere usato per ottenere empiricamente
la distribuzione binomiale.

http://www.users.on.net/zhcchz/java/quincunx/quincunx.1.html
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VALORE ATTESO DELLA
DISTRIBUZIONE BINOMIALE
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Sia X. unavariabile bernoulliana, ovvero unavariabile
che assumeil valore 1 nel caso di un successo e 0 nel caso
di un INnsuccesso.

La probabilita di un successo e p.
Laprobabilitadi uninsuccessoeq=1-p.

Il valore atteso di una singola prova X; &

E(X)=1p+0(1-p=p

28



Definiamo la variabile aleatoria Sn come il numero di
successi in n prove di un processo bernoulliano.

Qualeeil valore atteso di Sn?

Possiamo definire Sn come lasommadi n variabili

aleatorie X,, ciascuna delle quali rappresenta una
singola provabernoulliana: s, = X, + X, +...+ X,

E(S,)=E(X,+ X, +...+ X )=

n

= E(X,)+E(X,)+...+E(X,) =np
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In conclusione, il valore atteso di una variabile aleatoria S,
che rappresenta il numero di success in nprove di un processo
bernoulliano con probabilita di successo ugualeap e:

E(S )=np

N
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VARIANZA DELLA DISTRIBUZIONE
BINOMIALE
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Sia X lavariabile aleatoria che rappresental’ esito di una
singola prova di un processo bernoulliano (X =1 nel caso di un
successo, X = 0 nel caso di un insuccesso). S calcoli la
varianza di X.

E(X,)=1p+0q=p
E(X2)=12p+0%q=p

E(Xiz)_ (E(Xi ))2

=p- p’=p(l- p)=pg )

V(X )



In precedenza abbiamo visto che, se X e Y sono due variabile
aleatorie indipendenti, allora

V(X +Y)=V(X)+V(Y)
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Definiamo lavariabile aleatoria Sn come il numero di
successi in n prove indipendenti di un processo
bernoulliano. S =X, +X,+..+X_

Qualeelavarianzadi Sn?

V(S )=V(X,+ X, +..+ X_)

n

=V(X,)+V(X,)+..+V(X,)

dato che tutte queste varianze sono uguall

=nV(X;) =npq



In conclusione, lavarianza di unavariabile aleatoria S, che
rappresenta il numero di successi in n prove di un processo
bernulliano con probabilita di successo ugualeap e:

VIS, )=npQq

N
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ESERCIZIO

E4. Un gruppo di archeologi dispone di finanziamenti adeguati
per 10 spedizioni. La probabilita che una spedizione abbia
successo € 0.1. Assumete che le spedizioni siano indipendenti.
| costi dell’ equipaggiamento che viene sempre utilizzato in
ciascuna spedizione sono di 20 000 Euro. Una spedizione che
portaade ritrovamenti (successo) costa 30 000 Euro. Una
spedizione senzaritrovamenti (insuccesso) costa 15 000 Euro.

1) S trovi lamediaelavarianza del numero di spedizioni che
hanno successo.

2) Si trovi 1l costo totale per le 10 spedizioni.
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DISTRIBUZIONE
NORMALE



A differenzadella binomiale, ladistribuzione normale
riguarda variabili continue.

Lasuaimportanzae il suo uso in statistica dipende da
due fattori:

1. Moltevariabili psicologiche sono distribuite in questo modo.

2. |l teoremaddl limite centrale.
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Ladistribuzione normale e definita dalla seguente
funzione di probabilita:

1 ) ) 2 2
g (x-m) /2s

f —
(X) sV

dove ee una costante con il valore di 2.771828, me lamedia
delladistribuzione e s’ & lavarianza della distribuzione.
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Questa funzione di probabilita fornisce un modello teorico
che approssima la distribuzione di frequenze (relative) di molte
variabili empiriche.

Gauss ha dimostrato, ad esempio, che gli errori di natura
accidentale sono distribuiti in questo modo.
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Come nel caso di tutte le distribuzioni di densita di
probabilita, I'area sottesa alla curvain un qualunque
intervallo della variabile aleatoria puo essere interpretata
come una probabilita.

L 'area totale sottesa all'intera curva, dunque, e ugualea 1.0
per qualunque valore dei parametri mes.

41



nFO, s=51,15

0. &
|:| El"
.
53T RN
2 1 1
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n~—1,0,1 s=1
| 9
"
0. 3
_1.-
-z 2







Lafunzione che definisce la distribuzione normale associa
aciascun valore dellavariabile X un valore di densita di
probabilita.

Valori di densita di probabilita diversi vengono trovati
variando i due parametri mes.

Questo significa che, cambiando questi due parametri,
otteniamo delle curve diverse, come abbiamo visto negli
esempi precedenti.

Come nel caso delladistribuzione binomiale, dunque, la
distribuzione normalein realta e una famigliadi
distribuzioni.
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L a notazione che si usa per fareriferimento alla distribuzione
. . 2 s
normale con mediamevarianzas" €:

N(m s?)

46



Dato che ladistribuzione normale specifica una famigliadi
distribuzioni e vantaggioso considerare questa
distribuzione nel caso di punteggi standardizzati.

Nel caso di unavariabile aleatoria standardizzata (con

media uguale m= 0 e scarto quadratico medios =1) la
funzione di probabilitadella distribuzione normale si
semplifica nel modo seguente:

2
-7°/2
e

f(z):\/l5

a7
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Nell'uso che faremo della distribuzione normal e ci
occuperemo delle probabilita cumulative e delle probabilita
definitein un intervallo di valori della variabile aleatoria.

Laprobabilita cumulativa (ovvero la probabilitache la

variabile aleatoria assuma un valore compreso tra-¥ el
valore a) F(a) = p(X £ a) corrisponde all'area sottesa alla

curva normale nell'intervallo tra-¥ ea

Per mezzo delle probabilita cumulative possiamo calcolare
la probabilitache lavariabile aleatoria assuma un valore
compreso all'interno di un qualsiasi intervallo di valori.

49



http://www-stat.stanford.edu/~naras/jsm/Normal Density/Normal Density .html
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Esempio. Se unadistribuzione normale ha una mediadi 50
e deviazione standard uguale a5, quale e la probabilita
cumulativa corrispondente al punteggio di 57.57

|nnanzitutto, calcoliamo il punteggio standardizzato:

_57.5-50 _
5

Z 15

A questo punto possiamo consultare le tabelle della
distribuzione normale standardizzata e trovare il valore della
probabilitacumulativa corrispondente ad un punto z di 1.5.
Questo valore e » .9332.
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Esempio. Consideriamo una distribuzione normale con
media 107 edeviazione standard uguale a 70.

Si trovi la probabilita di estrarre a caso dalla distribuzione
un'osservazione con un valore minore di 100.

100- 107
7= =-.]1
/0

Come possiamo usare le tabelle nel caso di un valore z negativo,
dato che |le tabelle riportano soltanto valori positivi di z?
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 /

ladistribuzione normale e simmetrica e dunque la probabilita
cumulativadi -z e uguale alla probabilitacumulativadi 1 - z:

F(-z) =1- F(2)
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L e tabelle ci dicono che la probabilita cumulativa per
z=.1ex».5398.

Questo valore corrisponde all'area sottesa alla curva
nell'intervallo tra-¥ e.l.

Il valore che cerchiamo, pero, e quello corrispondente
all'area sottesa alla curvanell'intervallo tra-¥ e-.1.

In base allarelazione F(-z) = 1- F(2), valore cercato
saraugualeal - .5398 » .4602.



Esempio. S trovi laprobabilitache un valore estratto a
caso da una distribuzione normale abbia un valore
compreso tra piu e meno una deviazione standard dalla

medi a.

Ovvero, quale e |’ area sottesa alla curva normal e tra piu e meno
una deviazione standard dalla media?
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L aprobabilita associata all'intervallo tra -¥ e +1:

F(1) » .8413.

Laprobabilita associata all'intervallo +1 e +¥ e

1-F(1) = 1-.8413» .1587.

Possiamo ora calcolare |'area della curva nell'intervallo tra-1
e+1. Dall'areatotale sottraiamo le due aree ombreggiate:

p(-1£z£1)=1-2(.1587) » .6826.
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Questo sgnificachecircail 68% dea cas in unadistribuzione
normale standardizzata si trova nell' intervallo compreso tra piu e
MeNo uno scarto quadratico medio dalla media.

In altre parole, supponiamo di estrarre acaso un
osservazione da unadistribuzione normale standardizzata.

Supponiamo inoltre di ripetere questa operazione tantissime
volte.

Contiamo quante volte |'osservazione che abbiamo estratto ha
un valore compreso tra* 1.

Se questo esperimento venisse veramente eseguito si
troverebbe che |'osservazione estratta a caso ha un valore

compreso trazx 1in circail 68% dei casl.
58



ESERCIZI

E5 SiaZ unavariabile aetoria distribuita normal mente con media
uguale a0 e varianzauguale a l.

S trovi

P(Z> 2)

P(-2£Z£ 2)

POE£Z£1.73)

EG | punteggi ottenuti nel test XY Z sono distribuiti normalmente
con media 75 e deviazione standard 10. Quale e |la proporzione
di punteggi compresi tra 80 e 90?
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Distribuzione c2
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SaY,Y,...Y, un campione casuale di n osservazioni
Indipendenti estratte da una popolazione normale con

mediame varianza s”.

Standardizzando queste osservazioni si ottengono n
variabili aleatorie indipendenti z =(Y, - m)/s
normalmente distribuite con mediauguale azero e
varianza unitaria.

Puo essere dimostrato che
2 _ 2 2 2
X2=Z72+72+. .+7Z°

possiede una distribuzione ¢ con n gradi di liberta.
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Laforma della distribuzione c¢* dipende dal numero di
gradi di liberta e per ogni valorensi avrauna diversa
distribuzione di probabilita

|l parametro n corrisponde al numero di variabili
Indipendenti sulla base delle quali la statistica 3 z: viene
calcolata.

|| suo valore e dato dalladifferenzatrail numero n di

variabili ; eil numero dei vincoli che intercorrono tra
esse.

Selevariabili ; sono tutte traloro indipendenti, n = n.

Sen® ¥, ladistribuzione c’*tende alladistribuzione
normale standardizzata.
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|| valore atteso e lavarianza di unavariabile ¢*

sono E(XZ):n eV(XZ):Zn.



Appr035|ma2|one normale alla
distribuzione C*
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Ladistribuzione ¢* si approssima alla distribuzione
normale con il crescere dei gradi di liberta.

Per campioni di grandi dimensioni, quindi,

c%-n
Z:

ovvero
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Esempio 10.5 Usando |I'approssimazione normale, si

trovi il valore critico in corrispondenza della coda di

destra delladistribuzione C i ponendo a = .05 e n = 100.

In base alle tavole, il valore cercato e 124.342.

Usando |'approssimazione allanormale si trova:

c’=7zJ2n +n = 1,65\/2 X100 +100 = 193334
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DISTRIBUZIONE t DI STUDENT
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Si puo dimostrare che la statistica

=TT

segue la distribuzionet con (n - 1) gradi di liberta.

(
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p(t)

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

t(e) = N(O, 1)
(8)

\ - 12)
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E(t)=0 eV(t):nr_]—z.

Unavariabile aleatoria che segue la distribuzione t di Student
ha quindi lo stesso valore atteso di unavariabile normale

standardizzata ma una varianza sempre maggiore di 1.

Al crescere dei gradi di liberta, ladistribuzionet si
approssima sempre piu alladistribuzione normale:
t(¥)=N(01).
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DISTRIBUZIONE F
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SeW, e W, sono due variabili aleatorie indipendenti

distribuite come € con n, en, gradi di liberta, puo

essere dimostrato che il rapporto

F — Vvl/nl
W, /n,

segue la distribuzione F con n, gradi di liberta al
numeratore e n, gradi di libertaal denominatore.
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p(f)

0.9

0.8

0.7 r

0.6

05

0.4

0.3

0.2

0.1

\F(2, 10)

F(4, 10)

F(3, 35)
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£(F)=n.,/f, - 2

22(n1+n2' 2)
2 2)2(n2' 4)



Ladistribuzione F comprende come sottocasl tuttele

distribuzioni esaminate in precedenza.

Sen,=1en,® ¥, ladistribuzione Ftendealla

distribuzione normale standardizzata.

Sen,=1len,=n,ladistribuzione F e uguale al

2
quadrato delladistribuzione t di Student: Fan) = t(n).

t) = /1
C A

Sen,=nen,® ¥,ladistribuzione Ftende alla distribuzione

2

C. 76




