MABOG6 - KERTAUS
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31 REKURSIIVINEN JONO

o Kertaustehtava 54a o Tehtava 241
» Periaate » Sanallinen tehtava




YO-TEHTAVAT KEVAT 2009

1. c¢) Ratkaise yhtaloryhmi z +y =1, z — y = 2.

)

220, y20, 22+3y<24 ja 5z+3y<30

12. Miké on suurin arvo, jonka lauseke = + y saa epayhtildiden

madritteleméssé alueessa? Laske alueen kérkipisteiden koordinaatit. Piirrd kuvio.

[y [k

13. Aritmeettisen jonon ensimméinen termi on 1, viimeinen termi on 61, ja jonon termien

summa on 961. Miké on jonon toinen termi?

Tehvat ]




YO12_RATK

5x+3y=30 el1 y=(-5/3)x+10
2x+3y=24 el1 y=(-2/3)x+8

A=(6,0), pitaa laskea
C=(0,8)

B=(2,20/3), pitaa laskea
D=(0,0)

Kokeillaan vaikka pisteella
(1,1) joka toteuttaa kaikki
epayhtalot

Lopuksi lasketaan lausekkeen x+y arvot
kaikissa nelikulmion kéarkipisteissa. Vastaus

on suurin arvoista.




YO 12

12. [Epayhtiléiden maarittelema alue on nelikulmio, jonka kirkipisteet ovat origo O, suo-
rien y = 0 ja 5+ 3y = 30 leikkauspiste A = (6, 0), suorien 2x+3y = 24 ja 5r+3y = 30
leikkauspiste B = (2, 3) seki suorien z = 0 ja 2z + 3y = 24 leikkauspiste C' = (0, 8).
Esimerkiksi nelikulmion sisépiste (1, 1) toteuttaa kaikki epayhtilot.

On loydettiva suurin arvo f, jolla suoralla = + ¥ = t ja nelikulmiolla on vhteisii
pisteitd. Mahdollisia pisteitd ovat nelikulmion kérkipisteet. Origossa t =040 = 0,
Assat =6+0=6, Bissiat =2+ % = % = 8% ja Chssi t = 04 8 = 8. Niistd suurin
t:n arvo on 2.

Vastaus: Kérkipisteet ovat (0,0), (6,0), (2,%) ja (0,8). Suurin arvo on 2.

Tehvat ] ®




YO13

1461
i = 961.

Téastéd ratkeaa n = 31. Jos jonon toinen termi on 1+d, saadaan d:lle jonon méaritel-
masta yhtalo 61 = 1 + (31 — 1)d. Tamén ratkaisu on d = 2. Jonon toinen termi on
siis 3.

13. Aritmeettisesta summasta saadaan termien lukumaéairille n yhtiald n

Vastaus: 3.




YO 1A

Kaytetaan

eliminointikeinoa
{X+y=1

X—y=2

2x =3

1. ¢) Laskemalla yhtalot yhteen

saadaan 2 =3 el x = %

_ 1

Edelleen, y =1 —o = —3.
- _3 ., _ _1
Vastaus: T=3,y=—3.

Tehvat ]




TEHTAVA 241

241. a, = kalat ».vukon piisti

a, =0,8-5000 = 4000

(méird 1. viukon lopussa)

Miirikst seuraavien vitkkojen lopussa

saadaan a, = 0,8((?'&_1 + 100) L n=273

Kaloja 20 vukon kuluttua

a, = 4000

a, =3280 a4, =501

a, =2704 4, =481

a, =2243 g, =465

a; =1873  a,, =452 ~ 450 (kpl)

Tohtavat

PR

Kaloja on sstutettu kaikkiaan
5000 +19 - 100 = 6900 (kpl) .
Kulut: 6900 -1,68 =11592 (€)

Merkitdadn pyvdettivin kirjolohen hintaa x:
Kaloja pyydetty 6900 — 450 = 6450 (kpl)
Tulot: 6450x 4450 - 2,20 = 6450 + 900 (€)
Kate on 8400 €, kun Tulot — Kulut = 8400

6450 + 990 — 11592 = 8400
6450 =19002  |:6450
x=12946..

Hinnaks: pitdi laittaa 2,95 €.

Vastaus: Jiljelld 450 kalaa. Hinta pitii olla

2,95 €/kpl.



KERTAUSTEHTAVA 54A

54.2) a, =7a,_,—5,a, =2, n=2,3,
a,=Ta,—=5=7-2-5=9
a, =7a,—5=7-9—5=58

5
a, =Ta,—5=7-58—5=401
5=7-401—5 = 2802




35 GEOMETRINEN SUMMA

o Tehtava 201a o Kertaustehtava 46a
» Kaavojen kaytto » Kaavat + yhtalo

o Tehtava 220

» Sanallinen tehtava




TEHTAVA 220
220. a4, =107

1

. (2145 .
g=1013 § =1650 #lgl,013=1lg o +1] ‘:1@;1,013
107(1 - 1,013" e
( ,ULD )= 1650 ‘.(_0’013) 1 21,45 1
1-1,013 2 o
107(1-1,013")==21,45  |:107 T 11013
2145 n=141458...
1-1,013" = =225
107

Vastaus: 15 pavin kuluttua

. 21,45
—1,013" =— 07 —1 |-(=1) | Varmistus:

1 01 ~H 21345 + 1 1 JOS ! Toljl-(l’ lljilijl%14)
— Y S <
,U15 107 g S, = i =1631< 1650
| 1-1,013

Jos # =15, nun

107(1-1,013"
S, = (-t )=l?59,61... > 1650




KERTAUSTEHTAVA 46A

46. 2) 5+ 25+ 125+ ...+ 9765625 (#—1)1g5=121953125 |:lg5
GEDHIEtIﬁlEIl SUITIITAL lg19 53125
25 125 n—1= -
a, = 5} g = — =5 lg:}
5 5 n =10

Lasketaan ensin, montako lukua summassa
on. Yleinen jasen: a, =a,-q" =5-5""
a, = 9765625
5.5 =9765625 |:5 {_slo

S =25
5”1 =1953125 1-5

= 12207030 = 12210000

Tehvat ] ®




TEHTAVA 201A

201. a) 3,6, 12
6 12
p— p— p— 2
1 3 6
a=>3

3(1-2°)
-2

=765




34 GEOMETRINEN LUKUJONO

o Kertaustehtava 41 o Kertaustehtava 43
» Kaavan kaytto » Kaavat + yhtalo




KERTAUSTEHTAVA 43

43. Geometrinen jono

g=05, a,=—06

7

Huom. Jos
yhtalossa
kysytaan
eksponenttia
tarvitaan
ratkaisussa
logaritmia.
Tallainen 1Y
tehtava on oy
esimerkiksi 1Y
kertaustehtava
42. _ —6

n—1

Ylemen jasen a, =a, - q




KERTAUSTEHTAVA 41
41. 3, —15,75, —375, ...

Geometrinen jono
Eﬁ"l — 3 3 ,5? = — : _
3 —15

-5

a) Ylemnen jasen a, = a, .gﬂ—l _ 3'(_5)?:_1
b) a; =3- (_5>8—1 —3. (_5)? — 234375
Vastaus:

H) a, = 3. (_5)”—1
b) —234375




ARITMEETTINEN SUMMA

o Kertaustehtava 36a o Tehtava 171
s162 » Sanallinen tehtava
» Kaavojen kaytto o Kertaustehtiava 37

» Kaavat + yhtalo




KERTAUSTEHTAVA 37

37.3,5,7,9, ... 342n+1
Aritmeettinen jono n: 5 = 2000 | -2
Zl :53 NI (21 +4) = 4000
| 207 +4n-4000=0 |2

S > 2000 )

Lasketaan ensin, millom S, = 2000 7+ 2n=2000=0

Yleinen jiasen 2% JZE —4-1-(—=2000)

a,=a,=a, +(n—1)-d " 2-1
=3+(n—1)-2 _ —2%4/3004
=3+2n—-2 B ”
— 2,41 n=43732... ta1 n=—45732...

S =2000 joista # =—45732... e1 kiy, koska # > 0.

Vastaus: vihuntaan 44 jasenta

Jos # =43, nun

i . 3+42-43+1 90
Varmistus S, =437 . T = 43—~ =1935 < 2000 .
Jos n =44, nun
3424441 92
§, =44 2 = 4+ = 2024 > 2000

2




TEHTAVA 171

171. 4, =50m 4 =100 m artmeettinen jono

Lasketaan aluksi, kumka pitkian matkan
henkil6 kavelee 30. parvana.

ay, =a, +(30-1)-d
=50+ 29100 = 2950 (m)

5. =30. 9+ % _ 5. 30+2950 _ 3000
2 2 2

= 45000 (m) = 45 (km)

Vastaus: 45 km

Tehvat ]




KERTAUS-
TEHTAVA 36A

36.a) 92+ 124 + 156 +..+572

Aritmeettinen sumina
a, =92
d=124-92=156-124 =32
Lasketaan, montako lukua summassa on.
a =572

a, +(,rf—'l)- d =572
92+ (n—1)-32=572

92+ 32n—32=572

32n =512 |:32




32 ARITMEETTINEN LUKUJONO

o Tehtava 140a o Tehtava 145a

» Kaavan kaytto » HEdellyttaa lisaksi
yhtaloa




TEHTAVA 145A

145. a) a, =4 ja d=—4

Ylewnen jisen

a =a, +(;f—'l)-a’
=4+(n—1)-(—4)
=4 —4n+4
=—4un+8

Tehvat ]

Lasketaan nullomn a, =—520.
— 4y +8=-520

—4n=-528  |:(—4)
n=132

Sus a,,, = —520




TEHTAVA 140A
140. 2) 2, 20, 38

Aritmeettinen jono 4 =18, 4, =2

Ylemen jasen

a =a, —I—(ﬁ—'l)*(f

=2+ (#—1)-18
=2+18#n—18
=18n—16




22 OPTIMOINTI

o Tehtava 99 s 70 o Kertaustehtava 26

* Suurin/pienin arvo » Sanallinen tehtava
tasoalueessa




KERTAUSTEHTAVA 26

26. Merkitaan x = salkku (Ikm.)
y = italaukku (Ikm.)
Raaka-aine | Tyoaika | Hinta

.

(kg) (h) €)
3

Salkku x 4,0 160
Laukku y 0,5 1 50
Yhteensi 200 550

max

Taulukosta saadaan: Optimoitava lauseke
myyntitulo = 160x + 50 y

Rajoitusehdot: )
>0 x>0
B =) ) y =0
4
4,0x+0,5 y <200 )y =—8x+400
3x 4+ b < 25(0) wi < —3x+ 250

Tehvat ]

Ratkaistaan epivhtiléryhmi. Purretian suorat.

A

B
\c
h-
\J
b ==3x+|250
50 \ U
\\"\. -
A 20 D 80 N X
~
Ny = —8x+ 400

Huom. Kuviosta saa tarkemman, jos laskee
suorien ja x-akselin leikkauspisteet.

Nollakohdat:
—8x+400=0

—8x=—400 |:(-8)
x =50

—3x+250=0
—3x=-250 |:(-3)

1

x =83—
3

J

o




KERTAUSTEHTAVA 26 OSA 2

Lasketaan suotusan alueen kirkipisteet, silla Lasketaan optimoitavan lausekkeen arvo

optimiarvo saadaan jossakin kirkipisteessa. cirkipisteissa.
A =(0,0)
B i Kiarkipiste | 160x +50 y
E_(O’ZJE),_ 0 et Ternciea] ©, 0) 160-0+50-0=0
uoran y =-—3x+250 y-akselin letkkauskohta. (0, 250) 160-0+50- 250 = 12500
C: (30, 160) 160-30+50-160=12800 suurin
Suorien y =—3x+250 ja y =—8x+400 (50, 0) 16050 + 50 -0 = 8000
leikkauspiste.
—3x 4+ 250 = =8~ + 400 Suurin myynttulo, kun x =30 ja y=160.
5x =150 :5 ;
. Vastaus:
x =30 Salkkuja 30 kpl ja iltalaukkuja 160 kpl.

Kun x =30, nun y=-3-30+250 =160 .
Sus C = (30, 160).
D = (50, 0)

Suoran y = —8x +400 nollakohta. Nollakohdar 35 4250=0

—8x+400=0 — 3x =—250 |:(_3)
—8x=—400 |[:(-8) .

Ly | =




TEHTAVA 99
x =0 (x>0
y=0 =20
y - 4
P<2x+2 |y=2x+2
Bl + v <5 i <—x+5
Purretaan tasoalue:
v yi= 2K+ 2
C
B
[ | D
Al 1 2 X
yHX=5

Lasketaan kirkipisteet:

A=(0,0)
B: Suoran y = 2x + 2 j-akselin
leikkauskohta y=2.
B=(0,2)
C:Suorien y=2x+2ja y=—x+5
leikkauspiste.
y=2x+2 2x+2=-x+5
y=—x+5 3x =3 x=1
Jos x=1,nun y=—-1+5=4.
Sus C = (1, 4)

D: Suoran y =—x+5 nollakohtaon x =5
D = (5,0
Rirkipiste {_a'usekkeen
5x — y arvo
(0, 0) 5:0-0=0
0, 2) 5:0—2=-2 pienin
(1, 4) 5-1-4=1 .
(5, 0) 5:5—0=25 suurin
Vastaus: Suurin arvo 25, piemn arvo -2,




21 LINEAARINEN EPAYHTALO

o Kertaustehtava 17c o Kertaustehtava 20c¢
* Yksi epayhtalo » Epayhtaloryhma




KERTAUSTEHTAVA 20C

C) .
(y<—5x+9 | y<—5x+9 J<=5x+9
Divaycs {ayenss |2 )14,
3y +x—=3>0 [|3y>—-x+3 ‘:3 21
> ——x+1
WE
Y4 \}" ==5Xx+9 *Ratkaistaan y:n suhteen
\ *Plirretaan suorat
*Kokeillaan yhta pistetta

*Kokeilu (0, 2)
*2 < -5%0+9 tos1

1., -
-_L: 27 = . \ *2 < 0.5*0+3 tosi
- *2 > -1/3%0 +1 tosi
y=E l:ﬁﬁ_ﬁ_}\_ I[Imoita vastaus
3 —
\iE al Vastaus:
Viivoitettu alue, ei viivoja




KERTAUSTEHTAVA 17C

c) y=2x+2
) J *Plirretaén siis kuvaaja y= x+2
yA *Tutkitaan kumpi puoli tulee
vastaukseen
o *Kokeilu piste (0,3)
Y=Xt2 « 3 >= 0+2 tosi

*[Imoitetaan tuleeko viiva mukaan

Vastaus:
Viivoitettu alue, viiva
mukaan

s

> Y




14 YHTALORYHMA

o Kertaustehtava 13a o Kertaustehtava 16

» Muodostetaan kaksi » Sanallinen tehtava
yhtaloparia




KERTAUSTEHTAVA 16 { JH1+ yhr=15

16. Merkitdin »x = Sallan patukat (kpl) o +1=15%
'y = Annen patukat (kpl) 2y+z=14
2 = Swrkan patukat (kpl) {
J-L5z=-1 |- (=2

Sfmdaan vhtalot: 2y +z=14
x+ y+z=15 fl-2y+3z=2
1x =153
4z=16 =4
(x=y+1 )
Kun =4, nun
Sijoitetaan x = y+1 kahteen muuhun ~ 1,>-4=6
vhtil6on. Kun x = 6, niin
6=y+1 y=5
Vastaus:

Salla 6 kpl, Anne 5 kpl ja Sirkka 4 kpl.

 Tehmvat ] ®




KERTAUSTEHTAVA 13A

13. a)
3x—=5y+z=5
1~ 2x+5y+z=5
x—10y+z=—4

Muodostetaan kaksi yhtilopana ja
eliminoidaan nusta sama tuntematon .

3x—5y+z=5
+|—2x+5y+5=5

x+2x=10

—2x+5y+z=5 -2
x—=10y+z=-4

—4x+10y+2z =10
+ x—10y+z=—4

—3x+3z=606

 Tehiavat ]

Saadaan uus: yhtilopar::
x+2x=10 -3
—3x+37=06

3x+ 63 =30
+|—3x+37=06

%
Kun =4
x+2-4

=36 =4
, 1N

10
10 x=2

x+8=

Kun =4 ja x =2, nun
2—-10y+4=—+4

—10y=-10 |:(-10)
h}.r p— 1
Vastaus: (2, 1, 4)




OSA13 — YHTALOPARIN SOVELLUKSIA

o Kertaustehtava 8 s o Kertaustehtava 12 s
158 158
* Yksinkertainen » Tarvitaan lisitietoja,
yhtalopari esim.

prosenttilaskentaa




12. Merkitidn x = 1,5-prosenttinen liuos (1)
y = 20,0-prosenttinen luos (1)

1,5-pros. | 20,0-pros. | Koko linos
Limoksen .
X y 1,5
MmAiri -
swolan | 015 | 020y | 010-15
MmAiri :

Saadaan vhtalot:

X o=

x+ y=15
0,015x+0,20 y=0,10-1,5
x+ =15 | (=0,20)
0,015x +0,20 y = 0,15
[~0,20x~0,20 y =—0,3
+] 0,015x 40,20 y=0,15

0.185

Vastaus:

KERTAUS
TEHTAVA 12

=0,8108... ~ 0,81

Kun x =081, nun
0,81+ y=15
)y =0,69

—0,185x =—0,15 1,5-prosenttista hinosta 0,81 1

Tohtavat

20-prosenttista linosta 0,69 1



8. Merkitian x = 2 kpl pakkausten lkm.

KERTAUS' y = 6 kpl pakkausten lkm.
TEHTAVAS
x4+ =70 |(-2)
{2.}: +6 y =260
—2x—2y=-140
+{ 2x+6y =260
4 y=120
=30
x+30=70
x =40

Vastaus:
Kahden kappaleen pakkauksia 40 kpl
Kuuden kappaleen pakkauksia 30 kpl




OSA12 YHTALOPARI

o Tehtava 24a s 24 o Kertaustehtava 7a

» Ei sievennysta » Tarvitaan sievennysta




KERTAUSTEHTAVA 7A

Ensimmaisessa vaiheessa poistetaan sulut

- { 3(2x+ y)=36 { 6x —3y =36
' 22x+y)=2+x 4| 6x+4y=4
—6x—3y=236 )=
{43"" + 2y =2+x 3x+2-40=2 Sijoitus
3x+80=2
{ Ox—=3y=236 3x=-78 |:3
Sx+2y=2 |2 =26

 Tehmvat ]




24. Muodostetaan yhtalopart.

TEHTAVA 24A 25 45=0 |3
Q{ 56—8r=9 |2

Eliminointikeino, laitetaan
ensin samat muuttujat

a.llekkain ja kerrotaan 10+ 25/ =0
sitten sopivalla luvulla.
+

10s — 167 =18
97 =18
r=2

—254+57=0, sy. 7 =2

—25+5-2=0
~25=-10  |:(-2)
§=5




11 KAHDEN MUUTTUJAN LINEAARINEN YHTALO
GRAAFINEN RATKAISU

Perustehtava Lisatehtava

o Tehtava 14a s 14 o Tehtava 14b s14
» Suoran yhtalo » Suoran yhtalo
ratkaistussa ratkaisemattomassa

muodossa muodossa




L b)
TEHTAVA 14 B 2x-3y+9=0

~3y=-2x-9 |:(-3)
2

Jy=—x +3
Kun suoran yhtalo on 5
annettu Leikkauspiste on (-3, 1).
ratkaisemattomassa Jox=4
muodossa, se Jy=x+4 4
ratkaistaan ennen — ]
piirtdmista y:n suhteen  — X=1
2x-3y+9=0
i
e 2

——




TEHTAVA 14A

14. a) y=—x+38 Jos yhtélot on annettu
y=4x—2 ratkaistussa muodossa, kuviot

: . vol piirtaa hetu.
Leikkauspiste on (2, 6).

Voit tarvittaessa laskea

yA dy_ 2 pisteet.
Y =4x—

Kuten kuvassa,
koordinaattiakselit vo1 piirtaa
erl mittakaavassa.

oY

o &

=Y

 Tehmvat ] ®




